Oficina d’Accés a la Universitat Pagina 1 de 22

PAU 2014
Pautes de correcci6 Matematiques

SERIE 3

Responeu a CINC de les sis questions segients. En les respostes, expliqueu sempre
que voleu fer i per que.

Cada quiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’Us de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

1. Considereu la matriu

1 a a?

M=|1 a+1 (a+1)?),
1 a—1 (a—1)>2
peraa € R.
a) Calculeu el rang de la matriu M en funcié dels valors del parametre a.
[1 punt]
b) Discutiu i resoleu el sistema d’equacions lineals

x 1
M * <y> = (1))
z 1
segons els valors del parametre a.
[1 punt]

Resolucié:

1 a a?
a) Per a calcular el rang de la matriu M =1 a+1 (a+1)*| aplicarem
1 a—1 (a—1)>2

transformacions elementals per a triangular la matriu (metode de Gauss)

1 a a? 1 a a?
1 a+1 (@+1)?|P>l0 1 (a+1)?-a?| @
1 a-1 (a—1)? 0 -1 (a—1)?-a?

1 a a? - 1 a a?
0 1 2a+1 =10 1 2a+1
0 -1 —-2a+1 00 2

Una vegada hem fet les segiients transformacions:
(1) A la segona fila restar-li la primera
A la tercera fila restar-li la primera
(2) Operar a les files segona i tercera
(3) A latercera fila sumar-li la segona

Per tant, podem veure que independentment del valor de a, la matriu M és sempre
equivalent amb una de triangular amb tres files no nul-les i per tant rang(M) = 3.
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X 1

b) El sistema M - <y> = (1) té per matriu associada la matriu M, quadrada i de
z 1

rang maxim i igual al nombre d’incognites. Per tant, per a qualsevol valor del parametre

a el sistema sera compatible determinat, amb solucié Unica. La solucio la podem obtenir

aplicant el metode de Cramer.

1 a a? 11 a? 1 a 1
1 a+1 (a+1)? 1 1 (a+1)? 1 a+1 1
2 2
X = 1 a-1 (a ;l) =1’y= 1 1 (a 1)2 =0,Z= 1 a—1 12 - 0.
a a 1 a a 1 a a
1 a+1 (a+1)? 1 a+1 (a+1)2 1 a+1 (a+1)?
1 a-1 (a-1)2 1 a-1 (a—-1)2 1 a-1 (a-1)2

Per a qualsevol valor de a la soluci6 del sistema és|x = 1,y = 0, z = 0}

Observacio: A la resolucio de I’apartat b) també es podia haver fet servir el métode de
Gauss de manera analoga al que s’ha fet per a I’apartat a).

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel primer pas de triangulacio.

0,25 punts pel segon pas de triangulacio.

0,25 punts pel tercer pas de triangulacio.

0,25 punts per I’argumentacio i resposta final.
Apartat b)

0,5 punts per la discussié del sistema.

0,25 punts per la formulacié del metode de Cramer.
0,25 punts pels calculs i solucio final.

Observacio: Les resolucions correctes via menors no nuls o bé per Gauss, alla on sigui
possible, seran valorades amb la totalitat de la puntuacio.
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2. Considereuel punt A = (1,2, 3).
a) Calculeu el punt simetric del punt A respecte de la recta d’equacié
ri(x,y,z)=3+11,3-2).
[1 punt]
b) Calculeu el punt simétric del punt A respecte del pla que té per equacio

mx+y+z=23.
[1 punt]

Resoluci6:

a) Per a fer el simétric respecte de la recta r construirem primer el pla, diguem-ne
7', que talla perpendicularment la recta r i que passa pel punt A. Aquest pla té per
vector normal el vector director de r, és a dir (1,0, —1).

Per tant és un pla d’equacié x —z = D i si ha de passar per A, tindrem 1 —3 =D, 0
sigui D = —2. Per tant el pla perpendicular té equacié t': x — z = —2.

Calculem el punt interseccio, diguem-ne B, del pla amb la recta, el que seria el punt
projeccio del punt A sobre la recta r, substituint I’equacio parametrica de la recta en
I’equacid del pla.

341-3B-1)=-2
D’ontenim A = —1i per tant B = (2,1,4).

Aixi el punt simetric del punt A respecte de la recta, diguem-ne A’, I’obtindrem fent

=A+24B = (1,23) +2((21,4) - (1,2.3)) = (1,2,3) + (2,-2,2) =[(B3,0.9)]

b) Obtindrem primer el punt, diguem-ne B, projeccidé perpendicular del punt A
sobre el pla m, construint la recta perpendicular al pla i que passa per A. El vector
director d’aquesta recta sera el vector normal del pla, és a dir (1,1,1).

Per tant, I’equacio de larectaseras: (x,y,z) = (1+ 4,2+ 4,3 + 4).
La intersecci6 de s i  és quan

1+41+24+1+3+21=3.
D’ontenim A = —1 i pertant B = (0,1,2).

Aixi el punt simetric del punt A respecte del pla, diguem-ne A’, I’obtindrem fent
= A+24B = (1,2,3) +2((0,1,2) = (1,2,3)) = (1,2,3) + (=2,-2,-2) =

[C10D]
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per identificar el vector director de la recta.
0,25 punts per I’equacio del pla perpendicular.

0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts per la construccio del punt simétric.
Apartat b)

0,25 punts per identificar el vector normal del pla.
0,25 punts per I’equacio de la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts per la construcci6 del punt simétric.

3. Un nedador és al mar en un punt N, situat a 3 km d’una platja recta, i just al davant
d’un punt S, situat a la platja arran de I’aigua; i vol anar a un punt A situat també
arran de I’aigua i a 6 km del punt S, de manera que el triangle NSA és rectangle en
el vertex S. El nedador neda a una velocitat constant de 3 km/h i camina a una
velocitat constant de 5 km/h.

a) Si P ésun puntentre el punt Si el punt A que esta a distancia x de S, demostreu
que el temps, en hores, que necessita el nedador per a nedar del punt N al punt P
i caminar des del punt P fins al punt A és determinat per I’expressio t(x) =
Vx2+9 6—x
3 + 5

[1 punt]

b) Calculeu el valor de x que determina el temps minim que cal per a anar del punt
N al punt A, passant per P. Quin és el valor d’aquest temps minim?

[1 punt]
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Resolucié:

a) La situacio grafica és la seglient:

S X P 6- X A

N

Sabem que NS = 3 km i SA = 6 km. Anomenem NP = y.
La funcié que calcula el temps que es demana és t(x) = g + G_Tx

Vx2

Per Pitagoras tenim la relacié y = vx2 + 9 i per tant t(x) = 3+9 + 6_Tx com voliem

Veure.

b) Per a trobar el minim de la funcio t calculem la seva derivada i la igualem a
zero.

X 1
t'(x) = ———-.
2 3Vx2+9 5
. ’ _ . X _l , , _ 2
Si fem t'(x) = 0 obtenim PWrorr 5,|d aqui 5x = 3vx?2+9

25x2% = 9x2% 4+ 81

16x% = 81

I
S T

Observem que la solucid negativa no es situa en el context del problema. Per tant I’Gnic
candidat a extrem de la funci6 és quan x = 2,25.
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Per a determinar que en x = 2,25 la funcid té un minim, calculem la derivada segona i

. " . 3 . , -
obtenim t"' (x) = TroviTre I observem que és sempre positiva.
Per tant com que t''(2,25) > 0 podem assegurar que en |x = 2,25 km/| la funcio té un

minim.

t(2,25) _ V2,25249 n 6—2,25

3 5

El temps minim sera = 2 hores

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament grafic del problema.
0,25 punts pel Teorema de Pitagoras.

0,25 punts pel temps en el primer tram.

0,25 punts pel temps en el segon tram.

Apartat b)

0,25 punts per la derivada primera.

0,25 punts pel punt singular.

0,25 punts per la derivada segona i classificacié de minim. S’admet, amb la totalitat de
la puntuacio, que I’estudiant ho justifiqui correctament pel context del problema i no
utilitzi la derivada segona.

0,25 punts per a la substitucio.
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4. Calculeu I’area de la regi6 del pla limitada en el primer quadrant per les grafiques
de les funcions y = x?, y = 4x?iy = 9.
[2 punts]

Resoluci6:

Es tracta de I’area limitada per dues paraboles que comparteixen el seu vertex, el punt
(0,0), i la recta horitzontal y = 9.

Calculem en quines abscisses del primer quadrant I’horitzontal talla cadascuna de les
paraboles.

x?=9portaax = 3.
4x? =9p0rtaax=+\E=—.

Per tant I’area sera (plantejant la integral de les diferéncies verticals entre la funci6 que
marca el punt superior de la regio i la funcié que marca el punt inferior de la regio)

3/2

3/ 3 3
f 2(4x2 —x?)dx + f (9 — x®)dx = f 3x2dx +f (9 —x®)dx =
0 3/, 0 3/,

3 x3 3
= .X'3|0/2 + <9x —?> 3/
2

27 27 9
=—+(27—9)—<—__>:_

8 2 8

Observacio: La mateixa regio també es pot subdividir en tres diferents regions i calcular
I’area per separat i operar entre elles.

Pautes de correccio:

0,25 punts pel primer punt de tall.

0,25 punts pel segon punt de tall.

0,25 punts pel plantejament de la primera integral.

0,25 punts pel plantejament de la segona integral.

0,25 punts pel calcul de la primera primitiva.

0,25 punts pel calcul de la segona primitiva.

0,25 punts per aplicar la regla de Barrow a la primera integral.

0,25 punts per aplicar la regla de Barrow a la segona integral.
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5. Siguin r i s les rectes de R3 d’equacions 71:

s:(x,y,2) =(1+2a,3—a,4+ 3a),amb a € R.

a) Comproveu que els punts mitjans dels segments que tenen un extrem situat
sobre la recta r i I’altre extrem situat sobre la recta s formen un pla.
[1 punt]

b) Trobeu I’equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
de I’apartat anterior.
[1 punt]

x-2
3

Resolucié:

a) Els punts generals de les rectes r i s son, respectivament, de la forma
R=2+34,1-1+42)
S=({1+42a3—-a,4+3a).
.Calculem I’expressio dels punts mitjans:

_R+5_<3+3/1+2a3+/’1—a3+4/1+3a>
2 2 ’ 2 ’ 2

(333, 314 213
_<2'2’2> (2'2’2) “(2’ 2 '2)

I podem veure que efectivament formen un pla que és, a partir de I’expressid vectorial
3 3 3\, . .
5,5,5) i té per vectors directors els vectors directors de

les dues rectes, és a dir (3,1,4) i (2, —1,3).

anterior, el que passa pel punt (

b) Sabem que és el pla que passa pel punt (Szg) i té per vectors directors els

vectors directors (3,1,4) i (2,—1,3), per tant seran els punts (x,y,z) que satisfan
I’equacid

3
x—g 3 2
y=3 1 —-1|=0
3
Z—E 4 3
3 3 3
7(x=3)-1(r=3)-5(z-3) =0
3
7x—y—52—§
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per les equacions paramétriques de les rectes.
0,5 punts per I’expressio general dels punts mitjos.

0,25 punts per I’argumentacié de formar un pla.

Apartat b)

0,5 punts per la formulacié de I’equacié.

0,5 punts pel calcul final.

6. Responeu a les qlestions seglients:
a) Demostreu que si A és una matriu quadrada que satisfa la igualtat A2 = I, on | és
la matriu identitat, aleshores A és invertible i A~ satisfa (471)2 = I.

[1 punt]
a b

b) Calculeu I’expressio general de les matrius de la forma A = (C 2) amb b # 0

que satisfan la igualtat 42 = 1.
[1 punt]

Resolucié:

a) A? =] ho podem reescriure com A - A = I. Aix0 ens diu que quan la matriu A la
multipliqguem per ella mateixa, sigui per la dreta o per I’esquerra, ens déna la identitat. |
aixo és precisament el que s’ha de complir per tal que A sigui invertible. A més a més,
veiem que la seva inversa és ella mateixa, és a dir A= = A. Essent aixi, (471)% =
A? = I com voliem demostrar.

Observacio: Alternativament, que la matriu sigui invertible també es pot demostrar a
partir d’aplicar determinants i veure que té determinant no nul.
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b) S’ha de complir que
DE D=6
(Gev2e bevs)=(o D

Quan igualem terme a terme obtenim el segiient sistema d’equacions

aa+ bc =
ab + 2b
ac + 2c
bc+4 =

I
_r o oR

De la segona equacié tenim (a + 2)b = 0 i com que b # 0 deduim a + 2 = 0 i per tant
que a = —2.

Quan substituim a = —2 en el sistema ens queda

bc = -3
0o = 0
0o = 0
bc = -3

, . , L2 -3 .
Per tant I’altra condicié que se’n obté és ¢ = —- i per tant la forma general de les

-2 b
matrius que es demana és|A = <_3/ 2) ambb # 0.
b

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’argumentacio de ser invertible (factoritzant previament o no).
0,5 punts per comprovar la igualtat.

Apartat b)

0,25 punts pel calcul matricial.

0,25 punts pel plantejament del sistema.

0,25 punts per la resolucio del sistema.

0,25 punts per I’expressio final de les matrius.
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SERIE 4

Responeu a CINC de les sis questions segients. En les respostes, expliqueu sempre
queé voleu fer i per que.

Cada quiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’Us de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

x+3
2
e Calculeu les asimptotes vertlcals, horitzontals i obliques de la funcio f.
[1 punt]
e Trobeu I’equacio de la recta tangent a la grafica de la funci6 f en aquells punts
en que la recta tangent sigui paral-lelaalarectay = —5x + 4.

1. Considereu la funcio f(x) =

[1 punt]
Resolucio:
a) El domini de la funcio f, com a quocient de polinomis que és, son tots els

nombre reals llevat aquells que anul-lin el denominador, en aquest cas el punt x = 2. En
aquest punt s’anul-la el denominador i no el numerador i per tant tenim

l () = i x+3
fim £G) = Jim, 2=

= 00,

Per tant la funcié f té una|inica asimptota vertical en x = 2]

Per al calcul de les asimptotes horitzontal hem de calcular

x+3
hm f(x) = lim =1

x—+oo X — 2

Per tant la funci6 f té unaasimptota horitzontal en larectay = 1,

Aleshores en tenir asimptota horitzontal quan x — oo no té cap asimptota oblicua
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b) Larectay = —5x + 4 té pendent -5, per tant se’ns demana calcular la recta
tangent en els punts que aquesta tingui pendent, és a dir derivada de f, -5.

Si derivem i igualem a -5 obtenim:

, 1-x—2)—(x+3)-1 -5
fx) = > = >
(x—2) (x—2)
Siﬁ=—5ale3hores(x—2)2=1ipertantx—2=il,ésadirx=1ox=3.

Per tant tenim dues rectes tangents a calcular, totes dues amb pendent -5.

Quan [x = 1]tenim f(1) = —4 i la recta tangent sera

[y=-5G—1) + (-4 = —5x +1]

Quan [x = 3|tenim f(3) = 6 i la recta tangent sera

ly =—5(x—3) +6 = —5x + 21|

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’asimptota vertical.

0,25 punts per I’asimptota hortizontal.

0,25 punts per I’argumentacio de I’asimptota oblicua.
Apartat b)

0,25 punts per la funcio derivada.

0,25 punts pel calcul de les abscisses dels punts de tangéncia.
0,25 punts per la primera recta tangent.

0,25 punts per la segona recta tangent.
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2. Responeu a les qlestions seglents:
a) Discutiu el sistema d’equacions lineals

k-Dy+Kk*-1z =
(Ak+D)x-y-7z =
X+y+z = 0
en funcio dels valors de k.
[1 punt]
b) Resoleu el sistemaperak = 1.

[1 punt]

Resolucié:

a) Les matrius de coeficients, A, i ampliada, A’, del sistema son
0 k—1 k?-1|0
<4k +1 -1 -7 1)
1 1 1 10
I es tracta d’estudiar el rang(A) i el rang(A’).
Per a determinar els valors de discussié del parametre k mirem quan el rang(A) és
maxim, és a dir 3, que sera quan el seu determinant sigui diferent de zero.

0 k—1 k?2-1 0 1 k+1
Al =4k +1 -1 7 |l=k-D4k+1 -1 -7 |=
1 1 1 1 1 1

=k -D(@k+DKk+1) -7+ k+1)—(4k+1)) =
= (k — 1)(4k? + 2k — 6).
Quan igualem a zero i resolem I’equacio de segon grau obtenimk =1ik = -

Observacio: Si el calcul del determinant es fa sense treure factor coma, aleshores cal
aplicar la regla de Ruffini al polinomi 2k3 — k? — 4k + 3 i veure que té té una arrel
doble en k = 1 i que pot factoritzar com

2k3 —k? — 4k +3 = (k — 1)?>(2k + 3)

, . . . -3
Amb el que s’obtenen les mateixes solucions k = 1i k = -

Aixi doncs:

e Sik#1lik#+ _73 aleshores |A| # 0 = rang(A) = 3 = rang(A4’) que és el
nombre d’incognites i per tant el sistema sera Compatible Determinat.
e Sik=1|A]=0=rang(4) < 3.
0 O 010
)
0

El sistema en forma matricial queda (5 -1 -7
1 1 1
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Com que el menor ﬁ _11| =6+ 0=rang(A) =2, i com que la primera fila és

nul-la la matriu ampliada també tindra rang 2 i el sistema sera Compatible Indeterminat
amb (3-2=1) 1 grau de llibertat, és a dir una incognita indeterminada.

o Sik=_73|A|=O=>rang(A)<3.

0o = 2o
El sistema en forma matricial queda _5 _21 _47 1

1 1 110
Com que el menor |_15 _11| =—4 % 0= rang(4) = 2.

Per a calcular el rang de la matriu ampliada podem orlar el menor anterior fent servir la
primera fila i la columna dels termes independents.

-5
0 — 0

_5 _21 1| = _75 #0=>rang(A") =3 #2 =rang(A) i per tant el sistema és
1 1 0

Incompatible.

En resum:

Sik+1ik+# _73 el sistema és Compatible Determinat.

Si k = 1, el sistema és Compatible Indeterminat amb 1 grau de llibertat.
o Sik= _73 el sistema és Incompatible.

b)
0 O 010

El sistema en forma matricial queda| 5 —1 —7|1 | i podem prescindir de la primera
1 1 110

equacid perque s’ha anul-lat. Passem la tercera equacié a la primera i si aliquem el
meétode de Gauss (a la segona equacio li restem 5 vegades la primera) tenim

(é —11 —17|(1))~((1) —16 —f112|(1))~((1) —161-:22)’

1+12z 1
=—=-2z

i pertanty =

i substituint a la primeraequacio x = —y —z = %+ 2z —z = % + z.

Aixi doncs els punts solucid del sistema d’equacions sén els de la forma

(% +z,— % — 2z, z), amb z indeterminada.
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per I’argumentacid i calcul del determinant de la matriu de coeficients.
0,25 punts per trobar els valors de discussio i la discussié general primera.

0,25 punts pel cas k=1.

0,25 punts pel cas k=-3/2.

Apartat b)

0,25 punts per la substitucio.

0,5 punts per la resolucié (amb independéncia del métode).

0,25 punts per la solucié final.

3. Siguinelspunts P =(1,1,0),Q = (1,0,1)iR= (0,1, ielplam:x+y +z = 4.
a) Trobeu I’equacio general (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
que passa pels punts P, Q i R.

[1 punt]

b) Si S ésun punt de 7, comproveu que el volum del tetraedre de vertexs P, Q,R i S
no depén del punt S.

[1 punt]

Resoluci6:

a) El pla que passa pels punts P, Q i R té per vectors directors, per exemple, els
vectors PQ = (1,0,1) — (1,1,0) = (0,—1,1) i PR = (0,1,1) — (1,1,0) = (—1,0,1) i per
tant un punt (x, y, z) del pla haura de satisfer la igualtat (demanant que passi pel punt P)
x—1 0 -1
y—1 -1 0

z 1 1

=—x+1—-y+1—-z=0.

Esadir|x +y+z = 2|




Oficina d’Accés a la Universitat Pagina 16 de 22

PAU 2014
Pautes de correcci6 Matematiques

b) Si S és un punt del pla m:x+y+z =4, aleshores S és de la forma
(x,y,4—x—y).

Aixi doncs el tetraedre de vertexs P, Q, R i S tindra per arestes els vectors
PG = (1,0,1) — (1,1,0) = (0,—1,1),
PR =(0,1,1) — (1,1,0) = (-1,0,1) i
PS=(xy4-x-y)— (1,100 =(x—-1Ly—14—x—7y)
i per tant el seu volum sera
0 -1 x—1

v=_|[PQ,PR,PS]|==|-1 0 y—-1 |[==l-x+1-y+1-4+x+y|
6 6ll1 1 a—x—yl| ©

udl

1
3

que és una constant i per tant independent del punt S.

Alternativament: El volum del tetraedre no depén del punt S ja que es tracta d’un
tetraedre amb tres punts (P, Q i R) sobre un pla x + y + z = 2 i un quart punt (S) sobre
un pla que és paral-lel al pla anterior x + y + z = 4. Observem que els dos plans tenen
per vector normal el vector (1,1,1). Per tant tindrem sempre la mateixa “area de la
base”, I’area del triangle PQR, i la mateixa “al¢ada”, la distancia entre els dos plans.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts per I’obtencid dels dos vectors directors.
0,25 punts pel plantejament de I’equaci6 general.
0,25 punts pel calcul final.

Apartat b)

0,5 punts per la forma parameétrica d’un punt del pla.
0,25 punts per la formulacié del volum.

0,25 punts pel calcul del volum.

Observacid: Si I’apartat b) es resol de manera totalment correcta només argumentant a
partir del paral.lelisme entre els plans i el fet que, aleshores, els tetraedres resultants
tenen la mateixa area de la base i la mateix alcada, es puntuara I’apartat amb 1 punt.
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4. Donatselsplansmy: x —4y+z=2m—1imy: 2x —(2m+2)y+2z=3m+ 1.
a) Determineu els valors de m perque els plans m; i T, S’intersequin en una recta i
calculeu un vector director de la recta resultant que no depengui de m.

[1 punt]

b) Sigui el pla m: 3x — 2y + 3z = 8. Estudieu la posicio relativa del pla 7amb la
recta r definida per la interseccio dels plans mt; i 1, quan m = 1.

[1 punt]

Resolucio:

a) Que els dos plans m; i T, s’intersectin en una recta, diguem-ne r vol dir que el
sistema d’equacions format per les respectives equacions dels plans és compatible
indeterminat.
El sistema €s
T x—4y+z=2m-—-1
{nz: 2x —(2m+2)y+2z=3m+1

o0 en forma matricial

(1 —4 1|12m — 1)

2 -2m—-2 213m+1/

i només es tracta de garantir que la matriu de coeficients tingui rang 2, és a dir que el

1 L
menor |2 . 2| sigui diferent de 0.

—2m

1 =4 | _ o _ _
, o, |=-2m-2+8=-—2m+6=0om=3.

Per tant, ; i T, s’intersecten en una recta si i nomeés si m # 3.

Per a aquests casos el vector director de la recta r sera el producte vectorial dels
respectius vectors normals de cada pla, és a dir (1,—4,1) i (2, —2m — 2,2), o el que és
equivalent el producte vectorial de (1, —4,1) i (1,—m — 1,1).

Per tant tindrem

i 1 1
v=00,-4D)xA,—m-11)=|j -4 -m-1|=(m—-3,0,—m+ 3).
k1 1

Ara bé com que estem en el cas m # 3, la primera i tercera component del vector v, son
diferent de 0 i podem simplificar el vector dividint per m — 3 i obtenint un vector

director equivalent i que no depen de m: {v, = (1,0,—1)|

b) El vector director de la recta r és v, = (1,0,—1) i el vector normal del pla = és
vy =(3,-2,3). Com que v,-v,=3-—3=0 aleshores els dos vectors soOn
perpendiculars, v, L v, , i per tant|la recta r és paral-lela al pla 7.




Oficina d’Accés a la Universitat Pagina 18 de 22
PAU 2014

Pautes de correcci6 Matematiques

Per a saber si la recta r esta continguda o no en el pla, podem agafar un punt de r i veure
si satisfa I’equacio del pla.
Si fem, per exemple, x = 0 en les equacions de r, obtenim el punt (0,%, 3) que podem

comprovar que també pertany al pla m, jaque 3-0—2 -%+ 3:3=-=149 = 8. Per

tant, [la recta r esta continguda en el pla |

Observacio: Alternativament, també es podia decidir a partir d’estudiar les interseccions
dels plans m,, m,i m, per al cas m = 1, i veure que es tracta d’un sistema compatible
indeterminat.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts pel plantejament matricial.

0,25 punts pel valor que fa que el rang sigui 2.

0,25 punts pel vector director.

0,25 punts per veure que es pot reduir i és independent del parametre.
Apartat b)

0,5 punts pel paral-lelisme de la recta i el pla.

0,5 punts per veure que la recta esta continguda en el pla.
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5. Responeu a les qlestions seglents:
a) Si AiB son dues matrius quadrades d’ordre n, demostreu que
(A+B)>=A%?+2AB+B? © AB=BA

[1 punt]

a

b) SiM; i M, son dues matrius de la forma ( _ab), amb a,b € R, comproveu

b
que el producte M, - M, té també la mateixa formaique M, - M, = M, - M, .
[1 punt]
Resolucio:

a) Si desenvolupem el terme quadratic i tenim en compte que el producte de
matrius no és commutatiu, obtenim

(A+B)?=(A+B)-(A+B) =A%+ AB + BA + B?
Per tant la igualtat de I’enunciat es cumplira si i només si

A2 + AB + BA+ B? = A*> + 2AB + B?
AB + BA = 2AB

BA = 2AB — AB

BA = AB.

b) Denotem M; = (a _ab) i M, = (a _b) i fem el producte M, - M,.

b b a

=G DG ) =Citar Sorrar)=G 4

| efectivament podem veure que la matriu producte és de la mateixa forma ja que
coincideixen els elements de la diagonal principal i sén oposats els elements de la
diagonal segona.

Per a comprovar la commutativitat de les matrius M; i M, fem I’altre producte

M= )G ) = G say oy aq) =M Me
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,5 punts pel desenvolupament del quadrat.

0,5 punts per I’argumentacio de la condicio de la commutativitat.
Apartat b)

0,25 punts pel calcul matricial.

0,25 punts per la identificacié de la forma matricial.

0,25 punts pel segon calcul matricial.

0,25 punts per la comprovacio de commutativitat.
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6. Responeu a les qlestions seglents:
a) La funcié f(x) = (b —x)e®, amb a i b constants, té la representacid grafica
seglent

7 ‘

i sabem que passa pels punts A = (0,2) i B = (2,0), i que en el punt A la recta tangent a
la grafica és horitzontal. Calculeu els valors de a i b.

[1 punt]
b) Calculeu flz x-In x dx.

[1 punt]

Resolucié:
a) Tenim f(x) = (b — x)e®.
Que la grafica passi pel punts A = (0,2) vol dir £(0) = 2. Esadir f(0) = b = 2.

Per tant la funcid té I’expressio f(x) = (2 — x)e®*.

Analogament, si la grafica passa per B = (2,0), aleshores f(2) = 0, independentment
del valor del parametre a.

Per altra banda, si en el punt A, la recta tangent a la grafica és horitzonal, aleshores

f'(0) = 0.
Calculem f'(x).
f'x)=—1-e*+ (2 —x) - -ae?

| substituimenx =0,f'(0) =—-14+2a =0.lpertanta = 1/2.

Aixi doncs la funcié és|f(x) = (2 — x)e'/2|
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2 . L -
b) Per a calcular fl x -In x dx, calcularem primer una primitiva de I’integrand,
que sera una integral per parts, i després aplicarem la regla de Barrow.

1
u=Ilnx du=;dx X2 x21

=—Inx — 7—dx

fxlnxdxz 2 > .
2

dv = xdx v =

i 1f dx="mx- "t ¢
—an 2 Xx—znx 4

Per tant

2 %2 x2 2
fl x-ln x dx=<?lnx—Z>
1

1
=21n2—1—(—Z> =(2In2 —~.

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per la primera condicio i calcul de la b.

0,25 punts per la funcio derivada.

0,25 punts per la condicié de maxim relatiu.

0,25 punts pel calcul de la a.

Apartat b)

0,25 punts per la identificacio dels elements de la integral per parts
0,25 punts per I’aplicacid de la formula d’integracio per parts.
0,25 punts per la resolucio de la segiient integral.

0,25 punts per I’aplicacio de la regla de Barrow.




